ANALIZA FUNKCJONALNA
LISTA 6

. Wykazaé, ze w nieréwnosci Schwarza rownos¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy gdy
wektory z,y, ktore sie w niej pojawia sa liniowo zalezne.

. Zalozmy, ze przestrzen Hilberta H jest algebraiczng sumg prostq podprzestrzeni
liniowych H; oraz H,. Moéwimy, ze H jest sumaq prostq przestrzeni Hilberta Hy
oraz Hj jezeli iloczyn skalarny na H spelnia warunek

((@1,91), (22,92)) = (21, 22) + (41, 42)

gdzie (z1,91) = z1 + y1, (22,42) = 22 + yo dla x1,20 € Hy, y1,y2 € Ha, co
oznaczamy H = H; & H,. Pokazaé¢, ze dla kazdej popdrzestrzeni domknietej M
zachodzi wzor H = M & M+*.

. Niech H = M @ M+~ bedzie rozkladem na sume prosta z poprzedniego zadania.
Uzasadnié¢, ze jezeli Py, oraz P,;1 se operatorami rzutéw ortogonalnych na M
oraz M+, to KerPy, = M+ oraz KerPy . = M.

. Pokazaé¢ na przykladzie przestrzeni Hilberta H = [? i jej podprzestrzeni M = ¢y,
ktora nie jest domknieta, ze istnieja w H wektory, ktore nie posiadaja jednoz-
nacznego rozktadu w postaci sumy wektora z M i wektora do niego ortogonalnego
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i zbadaé¢ jego rozktady.
. Pokazaé¢, ze kazdy zbior ortogonalny jest liniowo niezalezny.

. Korzystajac z zupelnosci zbioru zespolonych funkcji trygonometrycznych w ze-
spolnej przestrzeni L?[0,27], uzasadni¢ zupelosé zbioru rzeczywistych funkceji
trygonometrycznych w rzeczywistej przestrzeni L?[0, 27| (zadania 16-17, lista 4).

. Rozwina¢ w rzeczywisty szereg trygonometryczny Fouriera (rozwiniecie w sz-
ereg wzgledem bazy ortonormalnej zlozonej z rzeczywistych funkeji trygonome-
trycznych, ktorego wspotezynnikami sa wspotezynniki Fouriera) funkcje f(x) =«
jako funkcje z L?[—m, 7| (zastosowaé te sama baze co w zadaniu 17 z listy 4).
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przy uzyciu tozsamosci Parsevala.



8. Niech (e,)2, bedzie baza ortonormalng w przestrzeni Hilberta H. Pokazac, ze
operatory zadane wzorami

[e.9]

Ti(z) = Z(CL’, €n)eni1

n=1
Tg(iE) = Z<x>en+l>en
n=1

sa dobrze zdefiniowanymi operatorami liniowymi na H i ze sa one ograniczone.

9. Niech (e,)22, bedzie baza ortonormalng w przestrzeni Hilberta H i niech ()2,
bedzie ograniczonym ciggiem liczb zespolonych. Pokazaé, ze

T(x) = Z Az, en)en

jest dobrze zdefiniowanym operatorem liniowym na H i ze jest on ograniczony z
norma | T]|= sup, [A,-
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